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& Transformée de Laplace

Transformées de signaux électriques usuels

a) Signal échelon unitaire (ou fonction de Heaviside)

La transformée de Laplace de la fonction f(t) n’étant définie que dans le cas ou t>0, afin de traiter des
fonctions indépendantes du temps et de définir I’origine des temps, (par exemple une fonction constante associée
a un régime continu) on définit la fonction u(t) :

ut)=0vt<0
u(t) =1 (+sgn(®) u@t) =1 vt >0

La transformée de Laplace de u(t) est donnée par la relation :

I U(p)zj:fep‘dt=%

Remarque : Nombreux sont les mathématiciens ne sachant se mettre d’accord sur la relation u(t=0)=1/2; peu
importe la transformée de Laplace étant définie pour t=0* 1!

b) Signal échelon avec temps de montée non nul

On considere le signal i(t) défini par un temps de montée t;, dont I’amplitude varie entre 0 et A :
it)

A

t, =temps de montée t

i(t) estconstitué par la superposition :

v d’un signal type rampe
v' et du méme signal retardé et de signe opposé.

A ET A

| |
t t, \t

d’aprés la propriété de linéarité et de délai, I'image I(p) est donnée par la relation :
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I 1(p) = L[tlAu(t)}r L[—tlAu(t—tr)]

D’ou I’expression de la transformée de Laplace du signal échelon « non idéal » avec un temps de montée t,, et

une amplitude A :
A
I 1(p)=

t p°

r

1-e ")

c) Fonction échelon et fonction de Dirac

En faisant tendre t; vers zéro, le signal i(t) se confond avec le signal u(t) associé a la fonction
« échelon » .

it) u(t)

La dérivée des fonctions i(t) et u(t) est représentée ci-dessous :

O () =5()

e
:

la fonction &(t) est associé a I’impulsion de Dirac et représente une impulsion de trés courte durée, de grande
amplitude transportant une énergie finie.

I L[5(t)] = L[%}: p%—u(t=0) -1
On vérifie aussi que :
L[i'(t)] = b tz (1—exp[—tr p])

Lorsque t; vers zéro, le développement limité a I’ordre 1 de la fonction exponentielle induit exp[—tr p] =1-tp
D’ou:
., 1

d) Signal périodique

On considere un signal périodique h(t) défrinie selon :
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h) h)=f@®)+ f(t-T)+...+ f(t—nT)+...

La transformée de Laplace d’un signal f(t) de périodicité T, se déduit d’aprés la propriété de linéarisation :
L[h(t)]=F(p)A+e ™ +..+e™ +..)
Dot :

L[h()]=H(p) = F(p)—

1-e"T

e) Signal d’horloge

Considérons le signal d’horloge CIk(t) avec I’ensemble des paramétres suivants :

Clk(®) Période T,
-

<>

A

durée a I’état haut : r

r

| ) ¢ rapport cyclique de I’état haut (« duty cycle » en anglais) : r/T

fonction créneau

L’image CLK(p) se déduit de I’approche suivante :
v’ Etape 1 : Identification de la transformée de Laplace de la fonction créneau C(p).

En appliquant le méme raisonnement que pour le cas du signal échelon avec temps de montée non nul,
on obtient :

c(p)=2a-e)
p

v/ Etape 2 : Modélisation de la périodicité du signal créneau constituant le signal d’horloge.
1 Al-e“P
H(p)=C =—
(P =CP) = 01 e

Remarque : Dans le cas ou o=T, la fonction horloge devient une fonction échelon, ce que vérifie I’application
numérique du résultat précédent puisque H(p)=A/p, ce qui correspond bien a la transformée de Laplace de la
fonction échelon.
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Principales propriétés de la transformation de Laplace

F(p)= [ F(tle et

Définition de base f(t)
Linéarité afi(t) + Bfa(t) aF1(p) + BF2(p)
Retard temporel f(t-1) e " F(p)
Décalage de la variable e*f(t) F(p-a)
symbolique p
Changement de t en ot f(ot) ;,:(Bj
o\
Multiplication de f(t) tf(t) — A [F(p)]
par t dp
Multiplication de f(t) t"f(t) Ly AT
e 0 gorlFOP)
Division de f(t) par t f(t T
ivisi ®p jt) fru
p
Dérivée premiére de df pF(p)-f(0%)
f(t) a
Dérivée n'*™ de f(t) drf P"F(p)-p"*f(0*)-p™2f* (0)-...
dtr -...-f"D(0")
Intégrale premiére f(t):jg(x)dx F(p)zﬂpg)
0
A 1 tt t G
Intégrale multiple f()-J]..fotcre F(PPJPHE)
00 O

Intégrale de
convolution

FO=(0) (0=
i, R (t-xx

F(p)=F1(p).F2(p)

Théoreme de la valeur initiale

f(0%)=lim f(t) = lim pF(p)
t=>0" p 2

Théoreme de la valeur finale

lim f(t) = lim pF(p)
2 p~>0
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Transformées de Laplace de fonctions usuelles en électronique et

automatique
Fonction f(t) F(p)
impulsion de Dirac () telle que jB(t)dt =1etd(t)=0 vt=0 1
0
0 pourt<O 1
échelon unité u(t): {1 P vt > 0 B
>
d t L
rampe de pente —
unité tuc p*
1 1
fonction sinus sin(wt).u(t) a 2
(1 + 2]
®
. . 1 p
fonction cosinus cos(wt).u(t) F—Z
1+ L
)
) 1
fonction t t".u(t) n! pn+l
fonction _t T
exponentielle e’ u(t) 1+ Tp
fonction _t I 1
exponentielle t".e T.ult niT™ T il
pondérée par t" ( ) (1 + Tp)n '
fonction sinus 2"n! "
pondérée par t" t- Sln((;)t)- u(t) o’ L p? e
+ -
(02
diffe’][enC(te_ de deux _TL _TL (Tl — Tz)
onctions i _a T |,
exponentielles ¢ ¢ u(t) (1+ Tlp)(l+ T, p)
fonction périodique >
amortie par une | (t) v1-¢€ 1 :
exponentielle e = sinfo ¢ Jl-u ® p p
décroissante 1+2¢ © + o
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réponse oscillatoire

amortie du second

ordre avec régime
transitoire
superposé

fonction périodique 2 t . 1
non amortie (D—Te_? + M . u(t) .
superposée a un 1+ ’T? N1+ 0?T? 1+ Tp{1+ p]
régime transitoire 2
apériodique avec e = ArCtg(coT)
t 1

o’Te T e ! Sin((ot 1-¢° —(p)
22 +
1-200T+0°T* [1-¢? J1-260T +0’T?)

oTy1-¢?
1-CoT

xu(t)

avec ¢ = Arctg[

2
L+ Tp)(1+ ch+p2]
Q)] 0]

régime pseudo- —Cot i ( _r? _ ) .
périodique amorti 1+ -2 e sinjotyl-C° —¢ U(t) 1 :
superposé a une p. P
valeur constante 1- CZ p(l +2C g + 0)2]
avec ¢ = Artcg[ . J
_t _t
Te " . T,e ™
somme de trois (T1 - Tz )(T1 - Ta) (Tz - T1 )(Tz - TS) 1
exponentielles (1+ Tlp)(1+ sz)(1+ T;p
décroissantes t
Te °
+ 3 -u(t)
(Ts - T1 )(Ts - Tz)
Somme d’une _t 1+T
fonction 1_1 e -u(t) P
exponentielle et de T, 1+T,p
sa dérivée
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