Résolution des équations différentielles linéaires a coefficients constants

Une équation différentielle est une équation dans laquelle les inconnues sont des fonctions
(ici, par exemple s(t)). Elle s’écrit sous forme d’une relation entre s(t) et ses dérivées
successives s'(t), s"(t)...

Intégrer une équation différentielle signifie la résoudre (donc trouver s(t)).
Exemple : Soit a intégrer I’équation différentielle suivante :

{s”(t) + 3s'(t) + 2s(t) = u(t)
s(07) =1 et s'(07) =0 (Conditions initiales)

Dans cette équation différentielle, on cherche la fonction s(t).

En utilisant la méthode avec la transformation de Laplace, on commence, tout d’abord, par
déterminer S(p) = L(s(t)).

a. SoitS(p) = L(s(t))

b. £(s'()) = pS(p) —s(07) = pS(p) — 1

L(s"(6)) = p*S(p) —ps(07) —s'(07) = pS(p) — p

c. Latransformée de Laplace du second membre est :L(u(t)) = %

d. En appliquant la transformation de Laplace a I'équation différentielle, on
obtient :
L(s"(t) +3s'(t) + 2s(t)) = L(u(t))



e. Parlinéarité, on a:

L(s" (1)) +3L(s" (1)) + 2L(s(2)) = L(u(t))
En remplagant avec les résultats obtenus en a,b, et ¢, on obtient :
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En factorisant par S(p), on a alors :
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f. Onisole S(p), ce qui donne :
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g. Pour déterminer s(t), on détermine la transformée inverse de S(p).(Voir la
séance derniere).
Pour cela, on commence par déterminer la nature des poles de S(p)
La fraction rationnelle S(p) admet trois poles réels simples : 0,-1 et -2
Puisque S(p) admet des poles réels, on la décompose en éléments simples.
On obtient alors :
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1 1
s(t) = Eu(t) + e tu(t) — Ee‘”u(t)

Finalement, la solution de I'équation différentielle est :

1 1
s(t) = (E +et— Ee‘Zt)u(t)







